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SYSTEMES DE POINTS DANS LES DG-CATEGORIES SATUREES 


BERTRAND TOEN AND MICHEL VAQUIE 
A Vadim Schechtman, avec admiration et amitie. 


Resume. Dans ce travail nous considerons le probleme de realiser geometriquement les categories 
triangulees (plutot les dg-categories triangulees) comme des categories derivees de varietes algebriques. 
Pour cela, on introduit la notion de systeme de points dans une dg-categorie saturee T. Nous montrons 
que la donnee d’un tel systeme permet de construire un espace algebrique M-p, de type fini, lisse et 
separe, ainsi qu’un dg-foncteur de T vers une version tordue de la dg-categorie derivee de Mp. On 
montre de plus que ce dg-foncteur est une equivalence si et seulement si Mp est propre. Tout an long 
de ce travail nous etudions les t-structures sur les families algebriques d’objets dans T, ce qui possede 
possiblement un interet en soi independant du theme de ce travail. 
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Introduction 

Toute variete propre et lisse X sur un corps k (ici algebriquement clos) donne lieu a une dg- 
categorie Lparf{X) des complexes parfaits sur X. La dg-categorie, souvent consid^ee comme I’espace 
non-commutatif associe a A, se rappelle de tres nombreux invariants cohomologiques et geometriques 
de la variete X (voir par exemple [Rol ITo2] L Cependant, la pr&ence de variety qui partagent un 
meme categorie derivee implique qu’il est en g&eral impossible de reconstruire X a partir de LparfiX), 
et quand bien meme une telle reconstruction est possible il existe de tres nombreux choix pour X. 

Dans [To-Valj nous avons introduit une construction dans le sens inverse T i-)- A4t, qui a une dg- 
categorie T associe le (oo-)champ classifiant des objets dans T. Cette construction n’est pas inverse 
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de X I—)■ Lparf{X), mais est adjointe en un sens precis (voir |To4( §3.1]). Lorsque T s’ecrit de la forme 
Lparf{X), la variete X se retrouve comme un ouvert X C Mt (modulo une Gm-gerbe triviale), qui 
correspond a la partie de A4t qui classe les faisceaux gratte-ciel associes aux points de X vus comme 
complexes parfaits sur X. Un autre choix de variete X' telle que T ~ Lparf{X') donne lieu a un 
autre ouvert X' C X4t- Ceci montre que la reconstruction d’une variete X telle que T ~ Lparf{X) 
n’est envisageable que si Ton specifie un sous-ensemble V des classes d’equivalence d’objets de T 
correspondant aux gratte-ciel de X vus comme objets de T. 

Le resultat principal de ce travail est le theoreme 17.21 dans le quel nous donnons des conditions 
necessaires et sufHsantes sur un ensemble V de classes d’equivalence d’objets dans une dg-categorie T 
propre et lisse, pour qu’il existe un espace algebrique X, lisse, separe et de type fini sur k, une classe 
a € i7gj(X, Gm) et un dg-foncteur 

^ L^arfiX), 

qui identifie I’ensemble V aux gratte-ciel de X (ou LparfiX) est la dg-categorie des complexes parfaits 
sur X tordus par a). On montre de plus que (pp est une equivalence si et seulement si X est propre. 
Get enonce est une reponse possible au probleme de savoir si une dg-categorie propre et lisse T est 
d’origine geometrique. Cependant, plus qu’un simple theoreme de reconstruction nous pensons que 
notre resultat peut etre un outil utile pour construire des equivalences entre categories derivees, bien 
que cet apsect ne sera pas discute en detail dans ce travail (voir cependant § 8 ). 

Les conditions sur la dg-categorie T et I’ensemble V qui constituent les hypotheses de notre theoreme 
ne peuvent pas se resumer dans cette introduction, et une grande partie de ce travail consiste en 
I’introduction des notions qui entrent en jeu. Elies peuvent cependant se decliner en quatre grandes 
families de conditions que nous allons brievement commenter. 

(1) La dg-categorie T est saturee. 

(2) Les objets de V sont des objets ponctuels deux a deux orthogonaux et co-engendrent T. 

(3) Les objets de V co-engendrent une t-structure parfaite et ouverte sur T. 

(4) La famille des objets de V est bornee. 

La premiere condition afhrme que T est propre, lisse et triangulee (voir [To-Val] l. ce qui est une 
hypothese naturelle et incontournable si I’on souhaite reconstruire une variete propre et lisse X. Par 
ailleurs, ces hypotheses impliquent I’existence d’un foncteur de Serre pour T (voir notre §1), ce qui 
intervient de maniere cruciale tout au long de Particle. 

La condition (2) contraint le comportement cohomologique des objets de V. On demande par 
exemple que I’on ait T{x,x) ~ Symk{Ext^{x,x)[l]) avec Ext^{x,x) de dimension uniforme d. Par 
ailleurs, si x 7 ^ y on demande que T{x,y) ~ 0. On doit aussi avoir 5r(x) ~ x[d] pour tout x gV, ou 
St est le foncteur de Serre de T. Enfin, on demande que I’ensemble des objets de V soit une spanning 
class au sens de Bridgeland: si T{y, x) ~ 0 pour tout x gV alors y ~ 0. 

La condition (3) est la plus delicate et la plus indirecte. Tout d’abord, on declare qu’un objet y G T 
est positif si pour tout x GV,le complexe T{y,x) est cohomologiquement concentre en degre negatif. 
Une premiere condition est que cette notion de positivite definisse une t-structure sur la categorie 
triangulee [T] associee a T. Cette t-structure est dite co-engendree par I’ensemble V. On demande de 
plus qu’elle soit ouverte, c’est a dire qu’etre un objet du coeur de cette structure soit une condition 
ouverte (qui est une maniere d’imposer une semi-continuite pour les objets de cohomologie associes a 
la t-structure). Cette notion demande une etude des t-structures induites sur les families algebriques 
d’objets de T (voir notre §3) et nous ne sommes pas arrives a la decrire de maniere simple en termes 
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de T seule, on encore a donner des conditions suffisantes pour qu’elle soit automatique. On demande 
aussi que la t-structure soit parfaite, ce qui signifie essentiellement que son coeur est noetherien et 
que les foncteurs de troncations preservent les objets compacts. Encore une fois nous ne sommes pas 
arrives a decrire cette condition simplement en termes de T. 

Enfin, la derniere condition (4) affirme que la famille d’objets V vit dans une partie quasi-compacte 
du champ des objets A4t ce qui peut se traduire par I’existence d’une borne uniforme sur la coho- 
mologie des objets de V par rapport a un generateur compact (voir |To-VaH §3.3]). 

Sous ces conditions (1) a (4), nous montrons I’existence d’un espace de modules grossier Mp qui 
classe les objets de V. On montre que cet espace est un espace algebrique de type fini, separe et 
lisse sur k. Le champ des objets de V est lui une Gm-gerbe Mp — Mp decrit par une dg-algebre 
d’Azumaya (au sens de |To4| 1 naturelle. Si on note a € H‘^^{Mp,Gm) la classe de cette gerbe, on 
montre I’existence d’un dg-foncteur de decomposition 

L'^arfiMv), 

qui est a rapprocher de la decomposition spectrale d’une repr&entation comme faisceau sur I’espace 
des representations irreductibles d’un groupe. Ce dg-foncteur est une quasi-equivalence sur les sous-dg- 
categories pleine formees des points, et on montre que c’est une quasi-equivalence si et seulement si Mp 
est de plus propre (sans etre arrive a mettre au jour un critere simple qui implique la proprete de Mp). 

Pour conclure, nous souhaitons signaler que nous ne considerons pas notre theoreme principal comme 
reellement optimal, mais plutot comme un premier pas, et qu’il serait souhaitable de I’ameliorer. 
Tout d’abord, comme nous I’avons deja signale, certaines conditions, particulierement autour de la 
t-structure, sont delicates a decrire en termes de T seule. Leurs verifications sont parfois difficiles dans 
la pratique, et il est fort probable que I’on puisse donner des ameliorations (par exemple en donnant 
des conditions suffisantes sur une t-structure pour etre ouverte ou encore parfaite). Par ailleurs, nous 
demontrons que le foncteur cpp : T°P — Lparfi^v) est une equivalence seulement si X est propre, 
sans donner pour autant de condition qui permette de s’en assurer. Encore une fois, dans la pratique 
cela veut dire qu’il faut verifier la proprete de X au cas par cas. On devrait pouvoir ameliorer cela 
en rajoutant, par exemple, des conditions de stabilites en plus de la donnee de V. A notre decharge, 
notre point de depart est une dg-categorie propre et lisse generale, qui peut ne rien avoir a voir, 
a priori, avec la dg-categorie derivee d’une variete algebrique, on pourrait prendre par exemple des 
dg-categories d’origines topologiques ou symplectiques (comme les categories de type Fukaya). La 
conclucion du theoreme O est ainsi relativement forte, et il n’est pas suprenant que les hypotheses le 
soient proportionnellement. 

Enfin, pour finir, nous avons inclus deux exemples de paire (T, V) dans notre dernier paragraphe, 
mais nous n’avons pas fait I’exercice de verifier toutes les conditions qui forment les hypotheses de 
notre theoreme, notre but etant ici plus d’illustrer la signification du theoreme plutot que de donner 
de reelles applications. Il serait done interessant d’avoir un exemple d’application du theoreme 17.21 ou 
I’on obtienne une equivalence de categories derivees qui n’etait pas encore connue. Nous pensons par 
exemple a la symetrie mirroir: une variete symplectique N munie d’une fibration en tores lagrang- 
iens N —>• 5, semble pouvoir donner une paire iT.,V), ou T est un dg-modele pour la ^oo-categorie 
de Fukaya de N, et V est la famille d’objets correspondant a la famille de tores lagrangiens donnee 
par les fibres de N —>■ 5. Ici, I’espace algebrique Mp serait bien entendu un candidat au miroir de 
M (voir I’introduction de m), modulo d’innombrables complications techniques (e.g. le corps de 
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base k doit etre remplace par quelque chose comme k{{t)), etc). Malheureusement, notre manque de 
comprehension des categories de Fukaya ne nous permet pas d’en dire plus dans ce travail. 

Conventions: Tout au long de ce travail nous travaillerons au-dessus d’un corps algebriquement 
clos k de caracteristique nulle. 


1. Dg-categories saturees 

Nous nous plagons dans le cadre de la theorie Morita des dg-categories (fc-lineaires) de auquel 

nous renvoyons le lecteur pour les details. Nous travaillerons dans Ho{dg — cat), la categorie ho- 
motopique des dg-categories A:-lineaires. Concretement, cela signifie que nous travaillons a quasi¬ 
equivalence de dg-categories pres, sans que cela soit dit de maniere explicite. II nous arrivera par 
exemple d’utiliser I’expression dg-foncteur pour signifier en realite un morphisme dans Ho{dg — cat), 
ou encore limites pour signifier limites homotopiques. De meme certaines constructions seront decrites 
de maniere naive et demanderaient d’expliciter certains modeles explicites (ce que nous laissons au 
lecteur le soin de faire, ou pas). Nous rencontrerons parfois des dg-categories non petites, et nous lais¬ 
sons le soins au lecteur de fixer des univers pour donner un sens a certains enonces (voir par exemple 
[TV^lT^ l. 

Soit T une petite dg-categorie sur k. Nous noterons T := M.Hom{T°P, k), la dg-categorie obtenue 
a partir de T en y rajoutant des colimites homotopiques (voir |To2j l. L’objet T est bien defini dans 
Ho{dg — cat), la categorie homotopique des dg-categories. Un modele explicite de T est la dg-categorie 
des r°^-dg-modules cofibrants et fibrants (voir [To-Vail §2.2]). 

On dispose d’un plongement de Yoneda h : T — > T qui identifie T a une sous-dg-categorie pleine 
de T. Le morphisme h se factorise par Tc C T la sous-dg-categorie pleine formee des objets compacts. 

Nous rappelons la terminologie suivante. 

• La dg-categorie T est triangulee si le morphisme h induit une quasi-equivalence T 

• La dg-categorie T est lisse sur k s’il existe une dg-algebre B sur k, avec T quasi-equivalente a 
B, et telle que B soit un i? (8>fc i3"^-dg-module compact. 

• La dg-categorie T est propre sur k s’il existe une dg-algebre B sur k, avec T quasi-equivalente 
a B, et telle B soit compacte comme fe-dg-module (i.e. soit un complexe parfait de /c-espaces 
vectoriels). 

• La dg-categorie T est saturee si elle est propre, lisse et triangulee. 

Les dg-categories saturees possedent de fabuleuses proprietes de dualite. Elies sont par exemple 
les objets pleinement dualisables de la categorie monoi’dale symetrique des petites dg-categories a 
equivalence de Morita pres (voir |To4l Prop. 2.5]), et aussi les objets pleinement dualisables de la 2- 
categorie monoi’dale symetrique des dg-categories compactement engendrees et dg-foncteurs continus 
(voir |Lu2j l. En ce qui nous concerne, nous rentiendrons les faits suivants. 

(1) Pour deux dg-categories saturees Ti et T 2 , la dg-categorie RHom{Ti,T 2 ) est saturee. Elle 

est de plus naturellement equivalente a (Ti i^T^)^, la dg-categorie des (Ti, r 2 )-dg-bimodules 
compacts. Le dg-bimodule correspondant a un morphisme / sera generalement note r(/). Ce 
dg-bimodule envoie (a, 6) E Ti (g) sur le complexe T 2 {b, f{a)). 
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(2) Toute dg-categorie saturee T possede un foncteur de Serre St- H s’agit d’un endomorphisme 
St ■ T — > T de T, tel que le dg-bimodule correspondant soit donne par la formule 

r(S''r) : (a, b) i-A T(a, 6 )^ := Hom iTja, h), k). 

On dispose done de quasi-isomorphisme naturel 

T{a,bY ^T{b,ST{a)). 

L’endomorphisme St de T est toujours une auto-equivalence. 

(3) Soit / : Ti —> T 2 un dg-foncteur entre dg-categories saturees. Alors / possede un adjoint a 
droite et un adjoint a gauche (au sens de |To4[ §3.1]), notes respectivement 

U:T2^Ti f,:T2^Ti. 

Si / correspond au dg-bimodule r(/) G Ti alors /* correspond au (T 2 , Ti)-dg-bimodule 

r(/,):(a, 6 )^T 2 (/( 6 ),a). 

L’adjoint a gauche f\ est quand a lui donne par la formule 

f, = S^^\f,)ST„ 

ou STi est le foncteur de Serre de la dg-categorie Ti. En d’autres termes le dg-bimodule 
correspondant a f\ est (a, 6 ) i-A T 2 {a, f ST^ib))^- 

2. ESPACES de modules D’OBJETS simples DANS UNE DG-CATEGORIE SATUREE 

Soit T une dg-categorie saturee sur k. On definit un prefaisceau simplicial sur la categorie Aff^ 
des schemas affines sur k 

Mt : Aff°P sSet, 

par la formule 

MT{SpecA) := Mapdg-catiT"^, Ac)■ 

Le prefaisceau Mt est un champ pour la topologie fpqc (voir |To-Val] i. De plus, pour tout champ 
F € Stfc on dispose d’une equivalence naturelle 

Mapstk{F',MT) ^ Mapdg-catiT'^, LparfiF)), 
oil Lparf{F) est la dg-categorie des complexes parfaits sur F definie par 

kiparfi^) ■ 

II s’agit ici d’une limite homotopique dans la theorie homotopique des dg-categories (voir |To-Ve2] 
pour plus de details sur la descente). 

Le principal theoreme de [To-Val| afhrme que Mt est un champ localement algebrique et localement 
de presentation finie sur k. Dans ce travail nous nous restreindrons au sous-champ Mf^^^ C Mt, 
forme des objets simples. Par definition, un point de MT{Spec A) correspond a un T°P( 8 )fcA-dg-module 
compact. Un tel T°^ A-dg-module E possede un complexe d’endomorphismes M.Hpm{E, E) qui est 
un complexe de A-dg-modules. Ce complexe est de plus parfait sur A car T est saturee. Par definition, 
I’objet E € MT{SpecA) est dit simple si le complexe parfait 'R Hom iE. E) verifie les deux conditions 
suivantes. 

• L’amplitude de RHpm{E,E) est contenue dans [0, 00 ]. 
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• Le morphisme naturel A —^ R ffom (E, E) induit par I’identite de E, induit pour tout mor- 
phisme d’anneaux A —> A' un isomorphisme 

A' ~ H^iR Hom iE. E (g)^ A')). 

Par semi-continuite on voit que I’inclusion naturelle C Mt est une immersion ouverte de 

champs. On en deduit done que est lui-meme un champ localement algebrique et localement 

de presentation finie. Par ailleurs, I’annulation des Ext negatifs des objets simples implique que 
j^^mp 1-champ d’Artin localement de presentation finie (voir [To- Vail §3.4]). Enfin, le fait que 

les objets simples ne possedent que les scalaires comme endomorphismes de degre zero implique que 
j^snnp Gm-gerbe au-dessus d’un espace algebrique localement de presentation finie sur 

k. De maniere plus explicite, la projection 

est le morphisme quotient pour Faction naturelle du champ en groupes K{GmA) sur qui 

consiste a tensoriser par des fibres en droites de la base. Pour Spec A € Aff^, le groupe simplicial 
K{A*,1) opere naturellement sur I’ensemble simplicial AixiA) par son action naturelle sur la dg- 
categorie Ac des complexes parfaits de A-dg-modules. Lorsque Spec A decrit Affk cela definit une 
action du champ en groupes K{Gm, 1) sur Aif^^P dont le quotient est M^^p. On pent done ecrire 

~ [A\fpP/K{Gm, 1)1 

de sorte a ce que la projection vr : Aif^^P —soit le morphisme quotient. 

Notons que la gerbe A4^^p au-dessus de M^'^p est en general non-triviale. Elle est cependant 
donnee par une dg-algebre d’Azumaya sur M^^p au sens de [El], qui peut-etre construite de la 
maniere suivante. Sur le champ Aif^'^P, on dispose d’une r°P-dg-module universel £, qui apres oubli 
de la structure de T°^-dg-module fournit un complexe parfait £o sur AifJAP. La dg-categorie des 
complexes parfaits sur Aif^^P possede des sous-dg-categories pleines 


parf 


{Aif^P) 


V Lparf{Ai 


simp\ 
T ) 


ou X parcours I’ensemble des caracteres Z de Gm, et ou Lparfi-^T^^) consiste en les complexes parfaits 
de poids x- an complexe parfait E G Lpar/(A4^*™'^) vit dans si et seulement si pour 

toute gerbe residuelle BGm C AlfJAP la restriction de E a BGm est un complexe de representations 
de Gm pures de poids 1. Notons que si AifJA'P''^ designe un ouvert quasi-compact de Ai^^P (voir 
[To- Vail §3 .3]), alors les inclusions naturelles definissent une quasi-equivalence de dg-categories 




Cette decomposition n’est plus valable sur Ai^^P tout entier due a la non-quasi-compacite. 

Nous disposons done d’un complexe parfait universel £q sur Aifj^^P, pur de poids 1. Get objet est 
de plus un generateur compact local de au sens ou son image reciproque sur tout affine 

Spec A —> Aif^'^P est un generateur compact de D{A) la categorie derivee de A. II s’en suit, d’apres 
le formalisme general de [ED, que le faisceau en dg-algebres parfaites A := R End (£n) est pur de poids 
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0 , done vit dans — ^parfi^T), et est de plus une dg-algebre d’Azumaya sur I’espace 

algebrique D’apres |To41 Cor. 4.8], elle determine une classe '^{A) E ,Gm) qui n’est 

autre que la classe de la gerbe Par construction, on a une quasi-equivalence de 

dg-categories 


Lparf ('^) 


rX=l 

^parf 




ou le membre de gauche est la dg-categorie des .A-dg-modules parfaits sur Nous renvoyons a 

[M pour plus de details. 


3. Extension des scalaires et t-structures 

Comme precedemment, soit T une dg-categorie triangulee sur /c et T la dg-categorie des dg-modules 
sur T°P. On note h : T —T le dg-foncteur de Yoneda, qui est un dg-foncteur pleinement fidele. 
On note [T] := H^{T) la categorie homotopique de T. Comme T est triangulee, [T] est munie d’une 
structure triangulee naturelle pour laquelle les triangles distingues sont les images des suites exactes 
de fibrations (voir m §7] ou |To3[ §4.4]). D’apres nos conventions [T] est aussi Karoubienne. De la 
meme maniere, [T] est une categorie triangulee qui possede des sommes infinies. Le plongement de 
Yoneda induit un foncteur triangule pleinement fidele 

[T] -A [f]. 

Le caractere triangule de T implique que I’image essentielle de ce plongement est la sous-categorie 
pleine des objets compacts dans [T]. On dipose done d’une equivalence triangulee naturelle 

[T] ^ [f]c. 

Definition 3.1. Une t-structure sur T est la donnee d’une t-structure sur la categorie triangulee 
[T] au sens de [BED] . Le coeur d’une t-structure sur T est par definition le cosur de la t-structure 
correspondante sur [T]. II sera note H. 

Par definition, une t-structure sur T est completement caracterisee par la donnee d’une sous- 
categorie pleine [T]-*^ C [T], formee des objets x tels que t>ox ~ 0. Inversement, une telle sous- 
categorie pleine de [T] determine une t-structure si et seulement si elle est stable par sommes (possi- 
blement infinies), cones et facteurs directs, et si de plus elle est engendree par cones, sommes et facteurs 
directs par un ensemble petit d’objets (voir [Ke-Vo] L Par la suite, nous supposerons implicitement 
que les t-structures considerees satisferont toutes cette hypotheses ensemblistes: [T]-*^ est engendree, 
par cones, sommes et facteurs directs par un ensemble petit d’objets. 

Comme I’ensemble des classes d’equivalence de sous-categories pleines de [T] sont en correspondance 
bi-univoque avec celui des sous-dg-categories pleine de T, on voit qu’une t-structure sur T consiste 
en la donnee d’une sous-dg-categorie pleine T-^ C T qui est stable, a equivalence pres, par colimites 
(au sens des dg-categorie) et qui est engendree par colimites par un ensemble petit d’objets. II est 
important de noter cependant que bien que I’inclusion naturelle [T]-^ C [T] soit induite par un 
dg-foncteur pleinement fidele T-^ C T, le foncteur de truncation 


<0 
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ne Test pas (car il n’est pas un foncteur triangule). Ce foncteur de troncation peut cependant etre 
represente par un oo-foncteur sur les oo-categories correspondantes 

|fI —^ |f-°| 

(on I — I designe le foncteur qui a une dg-categorie associe I’oo-categorie correspondante, en appliquant 
par exemple la construction de Dold-Kan aux complexes de morphismes, voir par exemple |Ta3] 1. 


Fixons maintenant une dg-categorie T triangulee sur k munie d’une t-structure. Nous noterons 
T-^,T-^ C T les sous-dg-categories pleines formees des objets negatifs, respectivement positifs, par 
rapport a la t-structure. Pour n G Z, on pose T-” C T la sous-dg-categorie pleine formee des objets 
X tels que r>o(x[n]) ~ 0. De meme, T-” est definie comme la sous-dg-categorie pleine formee des x 
tels que r<o(x[n]) ~ 0. On pose, pour toute paire d’entiers a < b 


Xi' 


a, 6 ] ._ 


c T. 


Notons que est une sous-dg-categorie pleine de T dont la categorie homotopique s’identifie 

naturellement au coeur de la t-structure. De plus, pour deux objets x, y € plo.o] les complexes de 
morphismes T{x,y) sont cohomologiquement concentres en degres positifs. On voit ainsi que 
qui est une categorie abelienne A:-lineaire, est munie d’une dg-foncteur naturel 




induisant une equivalence sur les categorie homotopiques. En composant avec I’inclusion naturelle on 
trouve un dg-foncteur 


j^[0,0]j 


T. 


Ce dg-foncteur n’est pas pleinement fidele, mais induit un foncteur pleinement fidele 

[f[0,0]] [f] 


qui identifie au coeur. De cette maniere, le coeur de la t-structure V. sera considere comme 

sous-categorie pleine de [P], mais aussi comme sous-dg-categorie (non-pleine) de P. 


Nous introduisons les notions de finitudes suivantes pour une t-structure sur P. 

Definition 3.2. Soit T une dg-categorie triangulee sur k munie d’une t-structure. 

(1) Nous dirons que la t-structure est bornee si tous les objets compacts de [P] sont bornes: pour 
tout P € [P] ~ [P]c il existe a < b tels que E G p[“’^]. 

(2) Nous dirons que la t-structure est precompacte si pour tout E G [P], les objets r<o(P) et 
t>q{E) sont compacts dans [P]. 

(3) Nous dirons que la t-structure est compacte si elle est bornee, precompacte et si de plus la 
sous-dg-categorie pleine T-^ C P est stable par colimites filtrantes. 

Les t-structures compactes definies ci-dessus possedent des proprietes de stabilite remarquables que 
nous avoirs rassemblees dans la proposition suivante. 

Proposition 3.3. SoitT une dg-categorie triangulee munie d’une t-structure compacte. Les proprietes 
suivantes sont satisfaites. 
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(1) Pour toute paire d’entiers a < b, la sous-dg-categorie C T est stable par colimites fil- 

trantes. Les oo-foncteurs de cohomologie HI : |r| —)■ H commutent aux colimites filtrantes. 

(2) Pour tout —oo < a <b < oo, la sous-dg-categorie pleine c T est engendree par colimites 
par les objets de T n . 

(3) La t-structure sur [T] se restreint en une t-structure sur la sous-categorie des objets compacts 
[T], Le occur H de cette t-structure induite est ^ n [T] C [T], rintersection du occur de la 
t-structure sur [T] avec la sous-categorie des objets compacts. 

(4) La sous-categorie des objets uj-petits de la categoric abelienne H est H = H r\[T]. 

(5) Un objet E £T est compact si et seulement s’il existe deux entiers a <h avec E € et de 

plus Hl{E) G H est un objet de H. 

Preuve: (1) Pour commencer, notons |r| I’oo-categorie associee a la dg-categorie T. Par definition 
de t-structure compacte la sous-oo-categorie pleine IT-^^I ^ \T\ est stable by colimites filtrantes. 
Comme I’oo-foncteur de troncation r>o est un adjoint a gauche, il commute aux colimites filtrantes. 
En utilisant le triangle distingue d’oo-foncteurs 

r<_i-^ id -^ r>o 

on voit que r<_i commute aussi aux colimites filtrantes. Cela implique que pour tout a < 6 les oo- 
foncteurs T[a,b] commutent aux colimites fitrantes, et done que les sous oo-categories pleines ^ 

|r| sont stables par colimites filtrantes. 

(2) Soit X G On ecrit x ~ colim.aXa, une colimite filtrante d’objets Xa G T. Par (1) on a 

X ~ — colimQ tjq ;,](3;q!)- Or, par hypothese de compacite de la t-structure, tous les T[a,b]{^a) 

sont dans T, et done dans T D . 

(3) C’est une consequence directe de la condition de compacite sur la t-structure. 

(4) Tout d’abord, comme les objets de H sont compacts dans T, ils sont aussi w-petits dans H (car 
(1) implique que les colimites filtrantes dans H sont aussi des colimites filtrantes dans T). Inversement, 
soit X un objet cj-petit de H. On voit x dans T et on ecrit x comme une colimite filtrante x ~ Colima Xa 
avec Xa & T nH = H {ce qui est possible a I’aide de (2)). Tous les objets x et Xa etant w-petits dans 
H on voit que x est un retracte d’un Xa- Mais T = H esi stable par facteurs directs dans T, et 
done X G 'H. 

(5) Se deduit par devissage des points precedents. □ 

Soit maintenant A une fe-algebre commutative et considerons Ta '■= la dg-categorie triangulee 

A-lineaire induite par changement de base. La construction A i—> Ta se promeut en un oo-foncteur de 
la categorie des /c-algebres commutatives vers celle des dg-categories triangulees (voir [To4l §3.1]). De 
maniere explicite, Ta peut-etre definie, a equivalence naturelle pres, comme la sous-dg-categorie pleine 
des (T ^)°^-dg-modules, formee des dg-modules cofibrants et quasi-representables (voir |To-Val] L 
On pent aussi voir Ta par la formule suivante 

Ta — R Hom (A. T), 

oil A est consideree comme une dg-categorie sur k avec un unique objet. La dg-categorie Ta s’identifie 
naturellement k Ta = ^ Hom (A, T) ainsi qu’a la dg-cat%orie des (T ^)°^-dg-modules cofibrants. 
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Nous renvoyons a IM pour plus de details sur les changements d’anneaux de base pour les dg- 
categories. 

On definit une t-structure sur Ta induite par celle de T de la maniere suivante. On dispose d’un 
unique dg-foncteur k —> A induit par I’identite dans A. Cela definit un dg-foncteur de restriction 
M^ Hom iA, T) —)■ M. Hom (k, T) ~ T, et done un dg-foncteur, que nous appellerons oubli 

Ta^T. 

On definit par la carre cartesien suivant 


-‘■A 

^Ta 

j^>0 



Le dg-foncteur d’oubli admet un adjoint a gauche (au sens des dg-categories, voir |To4| 1 

- 0k A:T — Ta, 

qui en termes de dg-modules envoie un T°P-dg-module E sur E 0k ^ muni de sa structure naturelle 
de T°P 0k A-dg-module. On en deduit un adjoint a gauche au foncteur d’oubli sur les categories 
triangulees associees, que nous appellerons changement de base 

-0kA:[f]^ [Ta]. 

On dehnit alors T^^ comme etant la plus petite sous-dg-categorie pleine de Ta qui est stable par 
sommes, cones et retractes, et qui contient I’image de T-° par le dg-foncteur — 0k A. 

La paire de sous-categories de [Ta] 

[fA]^° := [f|°] [Ta]^^ := [f|°] 

definit une t-structure sur Ta- Pour cette t-structure, I’adjonction de foncteurs triangules 

-0kA:[f]^ [Ta] 

est compatible avec les t-structures au sens ou — (gifc ^ est t-exact a droite, et son adjoint a droite 
t-exact a gauche. 

Definition 3.4. Avec les notations ci-dessus, la t-structure sur Ta est appelee la t-structures induite 
par extension des scalaires. 

Le lemme suivant se deduit aisement des definitions et du fait que le foncteur d’oubli [Ta] —> [T] 
commute avec les sommes arbitraires. 

Lemme 3.5. Avec les notations ci-dessus, pour toute dg-categorie triangulee T munie d’une t- 
structure, et toute k-algebre commutative A, le foncteur d’oubli 

p : [Ta] [f] 


est t-exact pour la t-structure sur Ta induite par extension des scalaires. De plus, ce foncteur reflete 
la t-structure sur [Ta] : pour tout objet x G \Ta\ on a 
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Preuve: II suffit de demontrer les deux equivalences. La seconde equivalence est vraie par definition 
de comme image reciproque de [T]-*’ par p. Soit x G C’est une colimite dans Ta d’objets 

de la forme 0 ^4, avec Xa G T-^. Comme le dg-foncteur p commute aux colimites arbitraires, 
p{x) est une colimite d’objets de la forme Xa 0fc A, qui eux meme sont des sommes de Xa- On voit 
done que p{x) G T-^. Inversement, supposons que p{x) G T-^. A I’aide de I’adjonction {^kA,p), 
on construit un objet simplicial R*{x) dans Ta muni d’une augmentation —> x avec Rn{x) ~ 

q'^{x) ~ p{x) pour tout n > 0, avec q I’endomorphisme de Ta donne par p{—) ®k A. Get 

objet est une resolution de x au sens ou I’augmentation induit une equivalence dans Ta 

colim Rnix) ~ x 
nGA°P 

Par liypothese et par definition chaque Rn{x) est dans T^^^ et ainsi x G T^^ . □ 

Ce lemme, associe au fait que Ta est la dg-categorie des A-modules dans T, montre que le coeur 
de la t-structure induite sur Ta n’est autre que la categorie des A-module dans la categorie abelienne 
fe-lineaire TL. En d’autre termes, le coeur de Ta s’identifie a la categorie abelienne A-lineaire obtenue 
a partir de PL par extension des scalaires de A; a A. 

Nous arrivons aux notions principals de cette section, la notion de t-structure ouverte et de t- 
structure parfaite sur une dg-categorie saturee T. Ces notions font intervenir les t-structures induites 
sur Ta et ne semblent pas facilement exprimables en terme de T seule. 

Commengons par la notion de t-structure ouverte. Pour toute paire d’entiers a <b nous definissons 
C M-t un sous-prechamp de M.t comme suit. Soit A une fe-algebre commutative, rappelons 
que I’ensemble simplicial A4.t{A) est le nerf de la categorie des T°^ 0^ A-dg-modules cofibrants et 
compact et des quasi-isomorphismes entre iceux (voir |To-Val] L Par definition, C M.t{A) 

est le sous-ensemble simplicial plein (i.e. reunion de composantes connexes) forme des dg-modules E 
satisfaisant la condition suivante: pour tout A-algebre commutative A', on a 

e^aA' e 

Par definition, un objet E G A4^’^^(A) sera dit d’amplitude contenu dans Tintervalle [a, 6], ou encore 
d’amplitude [a, 6]. 

Le lemme suivant montre que la condition d’etre d’amplitude dans I’intervalle [a, b] est une condition 
locale pour la topologie etale. 

Lemme 3.6. Le prechamp est un champ pour la topologie etale. 

Preuve: On commence par remarquer le fait suivant. Soit A —B un morphisme plat de A;-algebres 
commutatives de type fini. Alors le dg-foncteur de changement de base 

Ta^Tb 

est t-exact. En effet, sans liypothese de platitude et simplement par definition, ce dg-foncteur est 
t-exact a droite. Par ailleurs, pour x G Ta, si on note p : Tb — Ta le dg-foncteur d’oubli, on trouve 
p{x®aB) ~ x®aB. Comme B est un A-module plat, il est colimite filtrante de A-modules projectifs, 
et ainsi p{x 0yi B) est une colimite filtrante d’objets de la formes x 0^4 M avec M un A-module 
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projectif. Mais un tel x (8 )a M est un retracte d’une somme de x. Ainsi, on volt que p{x (8 )a B) est 
dans la sous-dg-categorie pleine de Ta engendree par colimites filtrantes par x. Ainsi, si x G il en 
est de meme de p{x B). 

Soit maintenant A —^ B un morphisme fidelement plat entre fc-algebres commutatives de type 
fini. On note B* la /c-algebre commutative co-simpliciale co-nerf du morphisme A —>■ B, de sorte 
que B^ = Q]^ dipose d’une co-augmentation A —?■ B*. II faut montrer que le morphisme 

naturel 

^ lim 
n£A 

est une equivalence. Comme est un sous-prechamp plein du champ A4t, ce morphisme est 

equivalent a une reunion de composantes connexes. II reste a montrer que si un objet t-plat x ^ Ta 
est tel que x (8 )a B G alors x G . Mais comme As-a Ta est un champ en dg-categories (voir 
M), on a une equivalence dans Ta 

X ~ lim X B^. 
ngA 

Chaque B'^ est un A-module plat, et done colimite filtrante de A-module projectifs. Ainsi, chaque 
X 0^ B'^ est un facteur d’une somme de x et est done dans T^’^^. Comme est stable par limites 
dans Ta il s’en suit que x G T^'^. 

Par ailleurs, pour montrer que x G il faut montrer que pour tout y G le complexe de A- 
modules TA{x,y) est cohomologiquement concentre en degres strictement positifs. Comme A —>■ B 
est fidelement plat, il suffit de montrer que Ta{x, y) ®a B est cohomologiquement concentre en degres 
strictement positifs. Or x est compact, et on a done un quasi-isomorphisme naturel 

fA{x,y) 0 aB 2::^ fsix 0A B,y®A B). 

Comme nous avons vu que ®aB est t-exact, on a y ( 8 )^ B G T^^, et done H^{Tb{x ®a B, y ( 8 >yi B)) = 0 
pour i < 0. Ceci implique que x G Tj^ et termine la preuve du lemme. □ 

Definition 3.7. Soit T une dg-categorie saturee. Nous dirons qu’une t-structure sur T est ouverte 
si elle verifie la condition suivante: pour toute paire d’entiers a < b, le sous-champ 

C Mt 

est representable par une immersion ouverte. 

On pent interpreter la definition ci-dessus comme une tentative pour s’assurer d’une forme de semi- 
continuite des foncteurs HI, analogue a la semi-continuite de la dimension des groupes de cohomologie 
des complexes parfaits de Grothendieck. 

Si une dg-categorie saturee T est munie d’une t-structure ouverte, alors pour tout a <b, les champs 
sont localement algebriques et localement de presentation finie. Par ailleurs, si n = 6 —a-|-l, on 
voit facilement que est un n-champ d’Artin localement de presentation finie sur k. Ainsi, pour 

a = 5 = 0 on trouve un 1-champ d’Artin Ad^’°^ qui classifie les objets compacts du coeur de T. Ce 
champ sera note Ad^, et est un champ de modules d’objets dans la categorie abelienne TL. Il pent etre 




SYSTEMES DE POINTS DANS LES DG-CATEGORIES SATUREES 


13 


decrit de la maniere suivante. Pour A une fe-algebre commutative notons 'Ha la categorie abelienne 
des ^d-modules dans la categorie /c-lineaire 'H. L’association A i-A 'Ha definit un champ en categories 
sur le site des /^-schemas affines muni de la topologie etale. Le champ en est le sous-champ en 
groupoides forme des objets E € HLa qui verifient les deux conditions suivantes. 

(1) L’objet E est t-plat: pour tout morphisme de fc-algebres de type fini A —> A', I’objet E<SiaA' G 
Ta' est dans le coeur de la t-structure induite sur Ta'- 

(2) L’objet E est compact dans [Ta]- 

Notons que le champ M.?p depend a priori de strictement plus que de la categorie abelienne, car la 
condition de compacite precedente fait intervenir le plongement 'Ha ^ [Ta] Qui depend a priori du 
choix de T. 

Venons-en a notre seconde notion, celle de t-structure parfaite. 

Definition 3.8. Soit T une dg-categorie triangulee munie d’une t-structure. Nous dirons que la t- 
strueture est parfaite si pour toute k-algebre A reguliere les deux conditions suivantes sont satisfaites. 

(1) La t-strueture induite sur la dg-eategorie triangulee Ta = T®f^A par extension des scalaires 
est une t-structure compacte. 

(2) Le eceur 'Ha de la t-strueture induite est une categorie abelienne noetherienne: tout sous-objet 
d’un objet tv-petit est co-petit. 


4. Espaces Quot 

Nous avons vu la notion de t-structure ouverte sur une dg-categorie saturee T. Nous allons voir 
dans ce paragraphe comment cette notion permet de definir des generalisation des schemas Quot de 
Grothendieck pour des objets de LI. Ces espaces Quot seront utilises de maniere essentielle dans la 
suite de ce travail pour aboutir a notre theoreme principal, mais cette notion possede aussi un interet 
en soi. 

Soit done T une dg-categorie saturee sur k munie d’une t-structure parfaite et ouverte (voir les 
definitions 13.71 et 13.8p . Soit A une fc-algebre commutative de type fini. On note 'Ha I’intersection du 
coeur de la t-structure induite sur [T^] avec [Ta] la sous-categories des objets compacts. Rappelons 
qu’un objet E de 'Ha est dans 'Ha si et seulement si pour tout objet compact K € T, le complexe 
T{K,E) est un complexe parfait de ^-modules (prop. 13.31 et le fait que T soit saturee). On suppose 
que E est t-plat: pour tout morphisme de /c-algebres commutatives de type fini A —?■ AL I’objet 
E (8)a a' G [7(4/ ] est dans le coeur de la t-structure induite sur [Ta']- 

Comme dans [To-Valj . on notera le champ des morphismes dans T, classifiant les morphismes 
de r°P-dg-modules parfaits. II vient avec deux projections 

Mt Mt, 

de souree et but. La condition de platitude imposee sur E definit un morphisme de champs 

E : Spec A —)• C Mt- 
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On considere le champ A4 


IE 
T > 


defini par le produit fibre ci-dessous 


t 

Spec A -9- M.rp_ 

E 
/ E 

Le champ Aiip classifie les T°^-dg-modules compacts munis d’un morphisme vers E. Sa presentation 
par le produit fibre ci-dessus montre qu’il s’agit d’un champ localement algebrique et localement de 
type fini sur k. Le morphisme source definit un morphisme induit 

s : Mt. 

l-Ll E 

Nous noterons Mj,' le champ defini par le produit fibre 

^ 

mJ^ Mt. 


'H.l E 

Le champ Mj. est un 1-champ au-dessus de Spec A, dont les sections au-dessus d’une j4-algebre 
commutative de type finie A' est le groupoide des couples {E',u), avec E' E Ha' un objet t-plat, et 
u un morphisme u : E' —E A' dans T-La'- En utilisant I’algebricite de M^'^ et I’ouverture de la 

t-structure, il est facile de voir que Mj. est un 1-champ d’Artin, qui se realise comme un sous-champ 

/ E 

ouvert du champ localement algebrique Mrp . 

Enfin, soit Quot{E) le sous-champ de Mj. forme des objets {E',u) comme ci-dessus vCTifiant la 
condition suivante: le morphisme u est un monomorphisme dans la categorie abelienne T-La', et son 
conoyau est un objet Coker{u) E I-La’ qui est t-plat. En d’autre termes, Quot{E) est le produit fibre 
suivant 


Quot(E) 




M 


H/E 


Mt, 


ou c est le morphisme qui envoie une paire {E', u) comme ci-dessus sur le cone de u. 

Finalement, on fixe un generateur compact K de T, et une function u : Z —N a support fini. 
On note M^ C Mt le sous-champ ouvert de type fini des T°P-dg-modules compacts F tels que (voir 
|To-Vall §3.3]) 


dimkH\T{K,E)) < v{i)\/i E Z. 
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Nous noterons de meme Quot'^{E) le sous-champ ouvert de Quot{E) forme des paires {E',u) dont le 
cone de u est dans A4^. En d’autre termes, QuoE{E) est le produit fibre 


Quot'^{E) ■ 


M 


U/E 


A4t- 


Proposition 4.1. Avec les hypotheses, notations et definitions ci-dessus, les deux assertions suivantes 
sont satisfaites. 

(1) Le champ Quot^{E) est representable par un espace algebrique de type fini et separe sur Spec A. 

(2) La projection Quot{E) —>■ S = Spec A verifie le critere valuatif de proprete: pour toute k- 
algebre commutative R integre lisse et de dimension 1, de corps des fractions K, le morphisme 

Quot{E){R) —^ Quot{E){K) Xg^K) S{R) 

est une equivalence. 

Preuve: (1) Les resultats de |To-Va1 1 §3 .3] impliquent aisement que QuoP'{E) est un espace 
algebrique de type fini au-dessus de Spec A. Comme QuoP'{E) est un sous-champ ouvert de Quot{E), 
sa separation est une consequence du critere valuatif de proprete que nous allons demontrer dans (2). 

(2) On fibre le morphisme Quot{E){R) — Quot{E){K) S{R) au-dessus de S{R), et on 

montre que qu’il est bijectif hbre a fibre. Cela implique que I’on peut remplacer A par R. 

On dispose done de {E',u) un objet de Quot{E){R), represente comme une suite exacte d’objets 
t-plats dans 

0-^ L -^ E E' -^ 0. 

On utilise I’adjonction de categories abeliennes 

— K : Hr ^ Hk 

induite par changement de base et son adjoint a droite le foncteur d’oubli. L’unite de I’ajonction 
induit un morphisme de suites exactes dans Hr 

0-^ L -^ E - - -^ E' -^ 0 

0-^ L^rK -^ E^rK E' ^R K -^ 0. 

On commence par remarquer que les morphismes verticaux sont des monomorphismes. En effet, pour 
tout objet t-plat E G Hr, I’unite v : E —)■ E 0r K est un monomorphisme. Pour voir cela, on 
considere le cone de v dans Tr, qui s’exprime comme E (^r K/R ~ colimjg/j_o E//. Ici la colimite 
est prise sur I’ensemble filtrant des elements non-nuls de R (ordonne par la relation de divisibility), et 
E/f designe le cone de la multiplication xf : E ^ E. Ce cone s’exprime aussi comme E (^r R/{f), 
et comme E est t-plat ce cone est dans Hr. On en deduit que colimjg^_o E//, et done E 0/j K/R 
est dans Hr, et ainsi que le morphisme v est un monomorphisme. 
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Le fait que les morphismes verticaux du diagramme precedent soient des monomorphismes implique 
que le carre 

L - 


L 'Sir K -^ E Sr K 

est cartesien dans la categorie abelienne T-Lr (attention, il ne Test pas dans Tr). Cela implique 
clairement que [E, u') est I’unique relevement de [E' Sr K, u Sr K) de K k R. Ainsi, le morphisme 
Quot{E){R) — Quot{E){K) Xs(k) S{R) est injectif. 

Soit maintenant {E'j^,uk) un objet de Quot{E){K), represente par une suite exacte dans Rk 

0 -- Lk -- Ek — E'j, -- 0 . 

On definit un sous-objet L C E dans Rr par le carre cartesien (dans Rr) suivant 

L- ^E 


Lk -^ E Sr K. 

Comme la t-structure est noetherienne L est un objet w-petit et done est dans Rr. Par ailleurs, le 
quotient EjL dans Rr est par construction un sous-objet de E' Sk R G Rr- Ceci implique que E/L 
est un objet sans torsion: pour tout / G i? — 0, le cone de la multiplication xf:E — E est dans 
Rr. Ceci implique aisement que pour tout i?-module M, I’objet E Sr M a priori dans Tr, reste dans 
Rr. L’objet E/L est done t-plat, et I’objet {E/L,u), ohu •. E — E/L est la projection naturelle est 
un relevement de {E'^,uk) a un point de Quot{E){R). □ 

L’espace algebrique Quot{E) contient deux copies du schema Spec A, qui correspondent au couple 
{E',u) avec soit u un isomorphisme soit ~ 0. Cela definit deux morphismes 

a,b : Spec A ^ Quot{E), 

de sorte que la projection Quot{E) —> Spec A en soit un retracte. En particulier, comme Quot{E) 
est separe d’apres la proposition HU les morphismes a et b sont des immersions fermees. Ces deux 
morphismes sont aussi clairement des immersions ouvertes, car etre nul est une condition ouverte pour 
les complexes parfaits (le morphisme Speck —^ Mr correspondant a I’objet nul est une immersion 
ouverte). On trouve ainsi une decomposition canonique d’espaces algebriques au-dessus de Spec A 

Quot{E) ~ Spec A J y Quot^ (E) J J Spec A, 

avec Quot'^{E) I’ouvert des paires {E',u) qui sont telles que u n’est pas un isomorphisme et E' n’est 
pas nul. 

La decomposition precedente et la proposition 14.11 implique le corollaire suivant. 
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Corollaire 4.2. Avec les notations precedentes, Quot'^{E) est un espace algehrique separe localement 
de presentation finie sur Spec A, et la projection 

Quot'^{E) —> Spec A 

verifie de plus le critere valuatif de proprete. 

5. Objets ponctuels et co-engendrement 

On fixe T une dg-categorie saturee sur k. Rappelons (voir section §1) que sur T on dispose de 
r auto-equivalence de Serre 

St-.T c^T, 

telle qu’il existe des quasi-isomorphismes fonctoriels 

T{x,yy ceT{y, Six)), 

pout toute paire d’objets (x, y) dans T. 

Definition 5.1. Un objet ponctuel de dimension d £ N dans T est un oh jet x £ T verifiant les 
conditions suivantes. 

(1) Pour tout i < 0 on a W[Tix,x)) ~ 0. 

(2) La dg-algebre T(x,x) est quasi-isomorphe d SymkiH^iTix,x))[—l\). 

(3) H^iTix,x)) est un k-espace vectoriel de dimension d. 

(4) On a Srix) ~ x[d]. 

Exemples. Deux exemples standards d’objets ponctuels. Si X est un espace algebrique propre 
et lisse de dimension d, le gratte-ciel en un point k{x), vu comme objet de Lparf{X) est un objet 
ponctuel de dimension d. Si A est une variete abelienne de dimension d, alors tout fibre en droites de 
degre 0 sur A est un objet ponctuel de dimension d. 

Definition 5.2. Un systeme de points de dimension d G N dans T est la donnee d’un ensemble de 
classes d’equivalence d’objets V de T satisfaisant les conditions suivantes. 

(1) Pour tout x £ V, X est un objet ponctuel de dimension d dans T. 

(2) Pour tout x,y £ V, avec x ^ y, on a T(x, y) ~ 0. 

(3) Un objet E £T est nul si et seulement si pour tout x £V on a TiE, x) ~ 0. 

Un commentaire sur le point (3) de la definition precedente. Par dualite, T{E, x) ~ 0 est equivalent 
a T{E,x)^ ~ T{Sji^{x),E) ~ 0. Or TiSji^{x), E) ~ T{x, E)[—d] car x est ponctuel de dimension d. 
Ainsi, la condition (3) pent aussi s’exprimer par: E est nul si et seulement si r(x, E) ~ 0. Dependant, 
les objets x £ V ne forment pas une famille de generateurs compacts de T, car il n’est pas vrai en 
general que T(x, E) ~ 0 pour tout x £V implique E ~ 0 pour un objet quelconque de T. 

Exemples. Pour revenir aux deux exemples precedents I’ensemble des gratte-ciel sur X forme un 
systeme de points de dimension d, et de meme I’ensemble des fibres en droites de degre zero sur A. 

Bien que les objets consituant un systeme de points dans une dg-categorie saturee T ne forment 
pas des generateurs compacts, ils permettent de detecter les equivalences. Nous retiendrons le resultat 
bien connu suivant (voir par exemple [Or! Lem. 2.15]). 
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Lemme 5.3. Soit f : T — T' un dg-foncteur entre deux dg-categories saturees. Soient V et V' deux 
systemes de points de mime dimension d dans T etT'. On suppose que les deux conditions suivantes 
sont satisfaites. 

(1) Le dg-foncteur f envoie V dans V et de maniere surjective. 

( 2 ) Le dg-foncteur f restreint aux objets de V est pleinement fidele: pour tout x,y G V, le mor- 
phisme 

T{x,y)^T{fix),fiy)) 

est un quasi-isomorphisme. 

Alors f est une quasi-equivalence. 

Preuve: On note /* et f\ les adjoints a droite et a gauche de / : T —>■ T' (voir [To4 | ). II faut 
montrer que pour tout z G T et z' G T' les co-unites d’adjonction 

f\f{z) —> ^ ff*{z') — z' 

sont des equivalences dans T et T'. Comme V et V' sont des systemes de points dans T et T\ il suffit 
de voir que pour tout x gV et tout x' G V les morphismes induits 

r{fJ{z),x)^T{z,x) T{x\fUz'))^T'{x',z') 

sont des quasi-isomorphismes. Par adjonction, il faut verifier que les unites d’adjonctions 

X—> f*f{x) x' — >fMx') 

sont des equivalences. Mais cela est induit par le fait que le dg-foncteur / induit une quasi-equivalence 
de la la sous-dg-categorie pleine des objets de V dans T vers celle des objets de V dans T'. □ 

Les notions de systeme de points et de t-structure entrent en interaction a travers la notion de 
co-engendrement, resumee dans la definition suivante. Rappelons que si une t-structure sur T est 
parfaite elle induit une t-structure sur [T], qui dispose d’un coeur LL. Ce coeur est une sous-categorie 
pleine de LL stable par sommes finies, retractes, noyaux, conoyaux et extensions. 

Definition 5.4. Soit T une dg-categorie saturee munie d’une t-structure parfaite et d’un systeme de 
points V de dimension d. 

(1) Nous dirons que le systeme V co-engendre la t-structure si I’on a: 

[E G r^°) ^ x)) c^0\/ X gV, \/i < 0). 

(2) Nous dirons que le systeme V co-engendre fortement la t-structure s’il co-engendre la t- 
structure et si de plus pour tout objet E du coeur PL de la t-structure induite sur T, on a: 

{E ~ 0) {[E, x] ~ 0 V X G V). 

Lorsqu’un systeme de points V co-engendre une t-structure parfaite, cette derniere est totalement 
caracterisee par la donnee de V. En effet, par definition V determine la partie negative = [T-^] 

de la t-structure induite sur [T]. On reconstruit alors T-° C T comme etant la plus petite sous-dg- 
categorie pleine contenant les objets de T-^ et qui est stable par sommes arbitraires et par cones (voir 
prop. 13.31 (2)). 

Lemme 5.5. Soit T une dg-categorie saturee munie d’une t-structure parfaite co-engendree par un 
systeme de points V de dimension d. 
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(1) Tout objet X appartient au cceur TL de la t-structure induite sur [T], 

(2) Le systeme V engendre fortement la t-structure si et seulement si V coincide avec Vensemble 
des classes d’isomorphismes d’objets simples de Ti. 

Preuve: (1) Soit x gV. Pour tout y G P on a, par definition d’un systeme de points, H'^iT{x, y)) ~ 0 
pour f < 0. Ceci montre que x G [r]-°. Soit maintenant E G c’est a dire -E[—1] G [T]-^. 

Comme V co-engendre la t-structure on a W{T{E[—1], x)) ~ 0 pour z < 0, ou en d’autres termes 
H‘^{T{E,x)) ~ 0 pour z < 0. Comme ceci est vrai pour tout E G [T]-“^ on a x G T-^. 

(2) Commengons par supposer que V co-engendre fortement la t-structure. Soit x G V, ei soit 
X ^ E un epimorphisme dans TL. Si E ^ 0, alors il existe y G 7^ et un morphisme non nul E ^ y. On 
a forcement x = y, car le morphisme composee x —>■ y est encore non-nul. Dans ce cas le morphisme 
compose x ^ x est un scalaire non-nul de k, et done est un isomorphisme. Cela montre que x ^ E 
possede une section et done que E est un facteur direct de x. Mais comme End{x) ~ k cela implique 
que PI ~ 0. Ainsi tous les elements de x sont des objets simples de TL. De plus, si E est un objet 
simple de TL., il est non-nul et done possede un morphisme non-nul u : E ^ x pour un x G V. On a 
deja vu que x etait simple, et ainsi le morphisme u et un isomorphisme. Cela montre que la classe 
d’isomorphisme de E appartient a V. 

Supposons reciproquement que V soit exactement I’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets 
simples de TL. Soit E G TL un objet non-nul. Comme TL est noetherienne, il existe un objet simple x 
de 7^, et done un element de V, avec un morphisme non-nul E ^ x. Cela montre que V co-engendre 
fortement la t-structure. □ 

Le point (2) du lemme precedent implique que lorsqu’une t-structure parfaite et a cceur noetherien 
est co-engendree fortement par un systeme de points, le systeme V est lui-meme determine par la 
t-structure comme etant I’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets simples de TL. Il revient ainsi 
au meme, sous ces conditions, de se donner la t-structure ou de se donner le systeme de points V. 

Pour terminer, on introduit la notion de systemes de points bornes. 

Definition 5.6. Un systeme de points V dans une dg-categorie saturee T est borne s’il existe un 
sous-champ ouvert de type fini sur k U GL A4 t tel que V soit contenu dans le sous-ensemble 

TTo{U{k)) C 7ro{MT{k)). 

Rappelons d’apres |To-Va,1 1 §3 .3] la caracterisation suivante des systemes de points bornes. Un 
systeme de point V est borne si et seulement si pour tout generateur compact S de T il existe une 
function n : Z —>■ N a support fini, telle que 

dimkH\T{E, x)) < v{i) V z G Z, Vx G P. 

6. L’espace de modules des objets ponctuels 

Pour cette section on fixe une dg-categorie saturee T. On se fixe un systeme de points V de 
dimension d et une t-structure sur T. On suppose que les assertions suivantes sont satisfaites. 

• La t-structure est parfaite et ouverte. 

• Le famille de points V co-engendre fortement la t-structure. 

• La famille de points V est bornee. 
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Ces donnees permettent de definir Al-p, un sous-prechamp de Mt de la maniere suivante. D’apres 
la definition d’etre une t-structure ouverte, on dispose d’un sous-champ ouvert A4j: C Air forme 
des objets d’amplitude 0 dans T. Pour une A:-algebre commutative de type finie A, on definit un 
sous-ensemble simplicial plein Ai'p{A) C JvO^[A), forme des objet E € Ta satisfaisant a la condition 
suivante: pour tout morphisme d’anneaux A — k, I’objet E k € T est dans V. Par definition 
de Mj:, on sait que pour tout A — > k I’objet E ^a k vit dans le coeur Ti. D’apres le lemme Ifobl la 
condition precMente demande de plus que cet objet soit un objet simple de Ti. 

Nous avons defini A4'p{A) pour une fc-algebre de type finie. Nous etendons simplement cette 
definition a toutes les fc-algebres commutatives A en posant 

Ai'piA) := colim Af-plAo,), 

Aa<ZA 

oil la colimite est prise sur I’ensemble filtrant des sous-/c-algebres de type fini de A. 

Le principal resultat de representabilite est le suivant. 

Theoreme 6.1. Le sous-prechamp Ai-p est representable par un 1-champ algehrique localement de 
type fini sur k. De plus, Aip est une Gm-gerbe au-dessus de son espace de modules grassier Mp, et 
Mp est un espace algebrique lisse, separe et de type fini sur k. 

Preuve: Commengons par la representabilite de Aip. Le sous-prechamp Mp C Mp est clairement 
un sous-champ par definition. Nous allons montrer que I’inclusion A4p C Aip est representable par 
une immersion ouverte. Pour cela, soit A une A:-algebre commutative et LI € Ailp{A). Soit U le 
sous-ensemble des points formes s de S' = Spec A tels que Eg := E (Da k{s) soit un objet simple de 
LI. Comme V est I’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de LL il faut montrer que 
I’ensemble U est (I’ensemble des points formes d’) un ouvert Zariski du schema S. 

Notons Z := S — U I’ensemble complementaire, c’est a dire I’ensemble des points formfe s de 5 
tels que Eg ne soit pas simple dans LL. Ainsi, I’ensemble Z est I’image (au niveau des points formes) 
du morphisme Quofi{E) —^ S. Par la corollaire 14.21 cette image est stable par specialisation. Par 
ailleurs, comme la systeme de points est borne, Z est aussi I’image de la projection Quofi’’^(E) —> S 
pour une fonction u : Z —> N a support fini et Quofi’’’' (E) = Quofi{E) n QuoE{E) est un ouvert 
quasi-compact de Quofi{E). D’apres la proposition 14.11 cette image est done constructible. Ainsi, Z 
est constructible et stable par specialisation, et est done un forme de S. 

Ceci montre, comme annonce, que I’inclusion Aip C Aip est repr&entable par une immersion 
ouverte. Comme est une Gm-gerbe sur un espace algebrique de type fini il en est de meme de 
Aip. Il nous reste a montrer que Aip est un champ lisse, et que son espace de modules grossier est 
separe. 

Soit X € M.p{k) un point global correspondant a un objet simple x gV. Nous allons ici considerer 
la version d&ivee MAdr du champ Adp (qui est note Aip dans |To-Val| i. Le sous-champ ouvert 
Aip C AAp correspond a un sous-champ derive ouvert 

KAd-p C MAdj'. 

Le champ derive MAdp est un 1-champ d’Artin derive dont le tronque est le champ Ad-p 

Adp> ~ 
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Le point x definit un point global de MAl-p, au-quel on pent prendre le complexe tangent T^; (voir 
[To-Ve2] ) ■ Comme montre dans [To-Valj on trouve un quasi-isomorphisme 

Ta;[-1] ~ T{x,x). 

Par ailleurs, on sait que Ta;[—1] se promeut en une dg-algebre de Lie sur k (voir [Toll §4.3] et [Lu3| L 
et ridentification devient alors un identification de dg-algebres de Lie ou la structure de Lie sur le 
membre de droite est induite par le commutateur dans la dg-algebre T{x,x). Par definition des 
objets ponctuels, la dg-algebre de Lie T{x,x) est quasi-isomorptie a Symk(y[—1]), avec crochet et 
differentielle nulle, et V = H^{T{x,x)). D’apres la correspondence entre champs d&ives formels et 
dg-algebres de Lie de [Lu3| . le complete formel de MAl-p en x s’ecrit comme un produit de champs 
derives formels 

BGm X A'^ X F. 

Le facteur F correspond a la dg-lie abelienne Sym-'^{V[—1]), concentree en degres superieurs a 2. 
Ainsi, on a tQ{F) ~ Speck. Ceci montre que le complete formel du tronque A4-p en x est equivalent 
a BGm X A'^. On voit ainsi que Ad-p est lisse en x, et ce pour tout x. 

Pour terminer la preuve du theoreme, il nous reste a voir que I’espace de modules grossier de 
Ad-p est un espace algebrique separe. Notons Mp cet espace de modules grossier. C’est un espace 
algebrique lisse et de presentation finie sur k. Pour montrer que M-p est separe il suffit de montrer que 
pour toute fc-algebre A de valuation discrete, que Ton peut supposer de plus complete, le morphisme 
M'p{A) —^ M'p(K) est injectif (ou K est le corps des fractions de A). Soient x et y deux elements de 
M'p{A) d’images egales dans M'p{K). Comme A est strictement henselien les points x et y se relevent 
en deux elements x' et y' dans Adp(A). Dans ce cas, x' et y' correspondent a deux objets E,F £ T-La 
qui sont t-plats et dont les changes de base E 0^ K et F 0^ K sont isomorphes dans T-Lk- H faut 
montrer que E et F sont isomorphes dans Ba- 

Soit (f)K '■ E 0^ K F 0^ K un isomorphisme dans Bk- Par adjunction ceci correspond a un 
morphisme dans Ba 

(p: E —> F®aK cohm( F F ..., ) 

ou TT € A est une uniformisante. Comme E est de presentation finie dans Ba le morphisme ci-dessus se 
factorise par un des facteurs de la colimite. En d’autre termes, il existe un morphisme (pA ■ E —>■ F 
dans Ba tel que le morphisme induit par changement de base a K soit tt^.<Pk pour un certain n. 
Quitte a remplacer cpK par tt^.cPk on supposera done que I’isomorphisme (pK provient par changement 
de base d’un morphisme dans Ba 

(pA-E —> F. 

Comme Ta{E,F) est un complexe parfait de A-modules et que A ~ liiUn A/tt"’ est complet, on a 

Ta{E,F) ~ hmrA(F,F)/7r” ~ limTA{E, F/n^), 

n n 

oil AT/tt” est le cone du morphisme xtt'^ : K — K. Comme les complexes Ta{E, F/ir'^) sont tons 
cohomologiquement concentres en degres positifs on trouve un isomorphisme naturel sur leurs 

Hom-u.{E,F) c±\tmHompAE,F/'K'^). 

n 
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Le morphisme (/>a est non nul, il existe done un entier n tel que le morphisme induit E F -^ F /tt 

soit aussi non-nul. Soit n le plus petit entier tel que le morphisme ci-dessus soit non nul, de sorte 
que I’on ait 4>a = avec if }a '■ E —>■ F un morphisme tel que le morphisme induit sur le 

corps residuel ijjk '■= V’A k ■ E (8)^ k —>■ F 0^ k soit un morphisme non nul de 71. Comme les 
objets E 0yi k et F 0 a k sont supposes simples, le morphisme ipk est un isomorphisme. Enfin, comme 
E et F sont des 0^ A dg-modules compacts, ils sont parfaits comme j4-dg-modules. Ainsi, le 
morphisme ipA '■ E —F est un isomorphisme par Nakayama pour les complexes parfaits. Ceci ter- 
mine de demontrer que E et F sont isomorphes dans T-La et done termine la preuve du theoreme 16.11 □ 


n 


7. Theoreme de reconstruction 

Pour une dg-categorie saturee T, on dispose du champ A4t des objets de T, ainsi que d’un dg- 
foncteur canonique 

^ ^ LparfiMr), 

de la dg-categorie opposee a celle de T vers celle des complexes parfaits sur le champs Mt- Le 
morphisme (p est par definition celui correspondant au T^’^-dg-module universel sur Mt- Pour un 
objet X € T, le complexe parfait 4>{x) sur Mt peut etre decrit de la maniere suivante. Soit u : 
Spec A — AA.T un morphisme correspondant a un T°^ 0 ^ A-dg-module parfait E, que I’on voit 
comme un dg-foncteur E : T°P — Lparf{A). Par definition, on dispose d’un identification naturelle 
de complexes parfaits de A-modules 

E{x) ~ u*{(p{x)). 

L’identification ci-dessus peut aussi s’ecrire 

T{x,E) ~ u*{(t){x)), 

ou X G T est vu comme un T°P-dg-module par le plongement de Yoneda T ^ T. En particulier, 
lorsque A = k et u ■. Speck — Mt correspdond a un objet y G T, on trouve la formule suivante 
pour la fibre en u de 4){x) 

4 >{ x)y := U *{( p { x )) ~ T { x , y ) G Lparf { k ). 

On suppose maintenant que Ton est sous les hypotheses du theoreme 16.11 on se fixe un systeme de 
points V de dimension d et une t-structure sur T qui satisfont aux conditions suivantes. 

• La t-structure est parfaite et ouverte. 

• La famille de points V co-engendre fortement la t-structure. 

• La famille de points V est bornee. 

Par le theoreme ED on dispose d’une sous-champ ouvert j : M.p C Mt, Qui est une Gm-gerbe sur 
un espace algebrique lisse et separe M-p. En composant cp avec la restriction le long de j on trouve un 
dg-foncteur 

4>v : T°P LparfiMr) — Lp^rfiMv). 

En utilisant la description des fibres des objets (p{x) que Ton donne ci-dessus, on voit que le dg-foncteur 
(pp se factorise par la sous-dg-categorie Lp“j(Af-p) C Lparf{M.p) des objets de poids 1 . 
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Definition 7.1. Avec les conditions et les notations precedentes, le dg-foncteur de decomposition 
associe a la paire (T, V) est le dg-foncteur 

■■ 

defini ci-dessus. 

Intuitivement, I’espace algebrique Mp est un espace de modules pour les objets de P, et le dg- 
foncteur f-p decompose chaque objet x G T en un complexe parfait (ppix) au-dessus de Mp dont la 
fibre en y € Mp est le complexe T{x,y). La non-existence de I’objet universel sur Mp, controlee par la 
gerbe Alp, implique que fpix) existe uniquement comme un complexe parfait tordu sur Mp. D’une 
certaine fagon, le dg-foncteur f-p doit etre considere comme un foncteur de decomposition spectrale 
des objets de T au-dessus de I’espace des modules des objets simples de la categorie abelienne T-L. 

Nous arrivons enfin au theoreme principal de ce travail. 

Theoreme 7.2. Soit T une dg-categorie saturee munie d’un systeme de points V verifiant les condi¬ 
tions ci-dessous. 

• La t-structure est parfaite et ouverte. 

• La famille de points V co-engendre fortement la t-structure. 

• La famille de points V est bornee. 

Le dg-foncteur de decomposition 

4,r ■. T-r ^ 

est conservatif. C’est une quasi-equivalence si et seulement si I’espace algebrique Mp est propre sur 
Speck. 

Preuve: La conservativite est une consequence directe de la formule donnant la fibre de (j)p{x) en 
un point global y € A4p{k) 

4>v{x)y ^ T{x,y), 

et de la definition d’un systeme de points V (voir definition 15.2|) . 

Supposons pour commencer que fp soit une quasi-equivalence. Comme T est propre, le fait que 
4>p est une equivalence implique que Lparfi-^'P) dg-categorie propre. 

Lemme 7.3. Soit X un espace algebrique de type fini et separe sur Speck, et X —X une Gm-gerbe 
sur X. Si la dg-categorie Lparf{X) est propre alors X est propre sur Speck. 

Preuve du lemme: Supposons que X ne soit pas propre. Alors, 11 existe une courbe affine lisse C 
et un morphisme fini p : C — X. Par |To4[ Cor. 5.2] (on se ramene aisement au cas ou X schema 
en utilisant le lemme de Chow, comme par exemple dans |To-Va2l Prop. Blj). Choississons un 
generateur compact K € dg-categorie derivee tordue L^^^(A’), que nous supposerons 

aussi generateur compact local. Notons Ax ■= R End (K) € Lparf{X) la dg-algebre d’Azumaya sur X 
correspondante. 

Notons E : = p*{Ax) G Lparf{C). Pour tout V G L{C), on a 


Mr(C, VGE)c^ Rr{X,p4V) G Ax) ^ R Hom iK. pjV) G K). 








24 


BERTRAND TOEN AND MICHEL VAQUIE 


Ainsi, comme L^arf^^) propre, le complexe Mr(C, F ® E) est parfait sur k. Comme C est affine 
et que Ax est un generateur compact local, E est un generateur compact de L{C), et le faisceau 
structural Oc appartient done a la sous-categorie triangulee epaisse engendree par E. Cela implique 
done que ]Rr(C', y) est parfait pour tout complexe parfait V sur C, et en particulier pour V = Oc- 
Ceci est une contradiction car C est une courbe affine. □ 

II nous reste a montrer que si M-p est propre alors epp est une equivalence. Tout d’abord on salt que 
Lparfi^) est une dg-categorie saturee (voir |To4[ Cor. 5.4] (4) pour X un schema, et le cas des espaces 
algebriques se ramene au cas des schemas par le lemme de Chow comme dans [To-Va2t Prop. Bl]). 
Par ailleurs, il existe un systeme de points V de dimension d dans Lparf(^) defini par les points de 
X de la maniere suivante. Pour x E X{k), on considere la gerbe residuelle ;= A Xx {x} ~ BGm, 
ainsi que le morphisme naturel jx ■ Ax —)• A. On note L la representation de rang 1 de Gm et de 
poids 1 que Ton voit comme un objet de L[—d\ E Lpa^fi^^)- definition, V' est I’ensemble des 
classes d’equivalence des objets de la forme {jx)*{L[—d\) E L^a^f^A) (il est done en bijection naturelle 
avec les points de X). Il est facile de verifier que V est un systeme de points dans L^a^f^A) au sens 
de la definition [Ql 

Nous allons maintenant appliquer le lemme [5l3] au dg-foncteur de decomposition 

avec les systemes de points V et V. Il faut montrer que 4>p induit une quasi-equivalence entre les 
deux sous-dg-categories pleine de T°p et L^~^^{A) definies par les ensembles de points V et V'. 

Pour cela, on rappelle que si E T°p, alors (l)p{x)y ~ T{x,y), on (j)p{x)y = (jy)*{(j)p{x)) et 
jy : Ay —^ A est la gerbe residuelle en y. Cette identification pour x = y nous donne un morphisme 
naturel dans L{Ax) 

{jx)*{(pv{x)) ~ r(x,x) —^ H‘^{T{x,x))[-d] ~ L[-d]. 

Par adjonction ceci definit des morphismes dans L{A) 

4>v{x) — {jx)*{L[-d]), 

qui sont des equivalences. Ainsi, le dg-foncteur epp identifie les ensembles V et V, en identifiant un 
point X E P a I’objet {jx)*{L)[—d\ E L{A). Cette description implique aussi que (pp est pleinement 
fidele lorsque il est restraint aux objets de V. □ 


8. Deux exemples 

Nous donnons pour terminer deux exemples de situations qui illustrent le theoreme l7.2l Cependant, 
nous ne donnons pas les details des preuves que les hypotheses sont effectivemet verifees dans chacun 
des cas. Il existe par ailleurs de nombreux autres exemples qui meriteraient d’etre etudies, comme par 
example les flops en dimension 3 de [Br| . 

Gerbes sur un groupe fini. Soit Z un espace algebrique propre et lisse sur Speck. Soit Z un 
champ algebrique muni d’un morphisme vr : Z —>■ Z. On suppose que localement pour la topologie 
etale sur Z le morphisme vr est equivalent a la projection Z x BG —Z pour un groupe fini G (qui n’est 






SYSTEMES DE POINTS DANS LES DG-CATEGORIES SATUREES 


25 


bien defini que localement). On supposera pour simplifier que Z est connexe, de sorte que la classe 
de conjugaison du groupe G ne depende pas du choix du point z ^ Z. On considere T := Lparf{Z) la 
dg-categorie des complexes parfaits sur Z. D’apres |To41 Cor. 5.4] (et I’astuce du lemme de Chow de 
|To-Va2t Prop. Blj) on salt que T est une dg-categorie propre et lisse sur k. 

Nous definissons un systeme de points V de dimension d = dim Z de la maniere suivante. Soit z (z Z 
un point ferme, et notons Z^ := '^^{z) la gerbe residuelle du champ Z en z. Le champ Z^ est, de 
maniere non-canonique, equivalente k BG pour G un groupe fini. Cela implique que la categorie des 
faisceaux quasi-coherents QGoh{Zz) s’ecrit comme un produit fini de categorie de k-espaces vectoriels 
Y\pei{z) yect{k), ou I{z) est un ensemble fini de representant d’objets simples dans QGoh{Zz). Si Ton 
choisit un equivalence Z^ — BG, I’ensemble I{z) pent s’identifier a un ensemble de representants des 
classes d’isomorphisme de representations lineaires de G sur k. Nous noterons 
On pose 

^ II II (ozTip), 

Z^Z p£l(z) 

ou jz \ Zz’-^ Z est I’immersion canonique. L’ensemble V est un ensemble de faisceaux coherents sur le 
champ Z que I’on considere comme des objets de T. La paire (T, V) verifie les hypotheses du theoreme 
ESI L ’espace algebrique Mp est ici un espace algebrique fini et etale sur Z, dont la fibre en z £ Z est 
I’ensemble fini des classes d’isomorphismes de representations lineaires du groupe G. L’espace Mp, 
ainsi que la classe a G H‘l^{Z,Gm) de la Gm-gerbe A4p —)• M-p peuvent se decrire explicitement de 
la maniere suivante. On choisit un point de base z G Z{k), et une identification Zz zz BG, de sorte 
que Z — Z s’identifie a une forme tordue, pour la topologie etale de BG. La projection tt est done 
classee par un morphisme de champs 

Z —> BAut{BG), 

ou Aut{BG) est le 2-groupe des auto-equivalences de BG. On se fixe une identification QGoh{BG) ~ 
®iVect{k), avec I un ensemble fini qui s’identifie aux classes d’isomorphisme de representations 
irrecutibles de G sur k. Le champ en groupe des auto-equivalences de (BiVect{k) est un produit semi- 
direct S/ X B{Gra)^■ On dipose ainsi d’un morphisme de 2-champs BAut{BG) —)• B{Yii x B{GmY), 
et done d’un morphisme classifiant 

q-.Z^B{T.i>^B{GmY). 

Ce morphisme determine le champ en categories Oz-lieaires n^^QGoh) sur le petit site etale Zgt. 

On a une suite de fibrations de 2-champs 

B{G^Y -- B{GmY) -- B^i- 

La donnee de la projection p : Z —)■ B{T,j) determine un revetement etale fini r : Z' — Z de fibre 
I. Par ailleurs, le relevement de p en un morphisme q 


z ^ b{j:i ^ B{GmY) 
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determine une classe de cohomologie a E A), ou A est une forme tordue du faisceau Cette 

forme tordue n’est autre que r*(Gm), I’image direct du faisceau Gm par le revetement fini r : Z' — > Z. 
On trouve done ainsi une classe 

a E i/2 (Z',r*(G^)) ~ Hl{Z',G^). 

Avec ces notations, I’espace algebrique M-p s’identifie naturellement a Z', et a ainsi construit est la 
classe de la gerbe M-p —> Mp. 

Le theoreme induit ainsi une equivalence naturelle 

LparfiZ) ^ L^arfiZ'), 

oil L'^arf(Z') est la dg-categorie des complexes parfaits sur Z' tordus par la classe a. Get enonce est 
en realite vrai sans les hypotheses de lissite et de proprete sur Z, comme cela peut se voir de maniere 
directe. 

Correspondance de McKay. Soit X une surface projective, lisse et connexe sur k munie d’une 
trivialisation a; : u)x — Ox- On se donne un groupe fini G qui opere sur X en fixant la trivialisation cn. 
On considere T := Lparf{[X/G]) la dg-categorie des complexes parfaits sur le champ quotient [X/G], 
qui s’identifie naturellement a la dg-categorie des complexes parfaits G-equivariants sur X. On definit 
un systeme de points V de dimension 2 dans T de la maniere suivante. On considere les coherents 
G-equivariants J- sur X qui verifient les deux conditions suivantes. 

• X est le faisceau structural d’un sous-schema fini de X de longueur t|G. 

• La representation G sur r(A, est isomorphe a la representation reguliere. 

Ces faisceaux coherents forment une famille d’objets dans T, et nous notons V I’ensemble de leurs 
classes d’equivalences dans T. Le couple (T, V) verifie les conditions du theoreme 17.21 Dans cet 
exemple Mp ~ Z est propre, et la Gm-gerbe est ici triviale. Ainsi, le theoreme 17.21 imoliaue I’existence 
d’une equivalence 

ZparfiiX/G]) ~ Lparf{Z), 

qui est une incarnation de la correspondance de McKay (voir par exemple |Br-Ki| 1. 
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